1 Enunciado

Un sistema de conductores esta formado por cuatro discos metalicos idénticos, de seccién S,
colocados con sus respectivas superficies en planos paralelos y con sus centros en el mismo eje
perpendicular a los discos. Las superficies enfrentadas de los dos discos centrales, “2” y “3”, estan
separadas una distancia d / 2, mientras que sus otras superficies se mantienen a una distancia d de
las de los discos “1” y “4”, colocados en los extremos del sistema. El valor de d es lo suficientemente
pequeno frente al didmetro y grosor de los discos como para poder considerar que cada par de
superficies conductoras enfrentadas se encuentran en influencia total, formando asi un condensador
plano paralelo relleno de aire.

1. Obtenga las expresiones para la carga eléctrica total en cada uno de d d?2 d
los discos en funcién de los parametros geométricos y de los valores _ M e e
del potencial electrostatico en los discos. o B aE @

2. Los discos “1” y “3" se conectan mediante un cable conductor ideal,
formando el conductor “A”, e igualmente se hace con “2" y “4” para
forma el “B”. Justifique por qué los conductores surgidos de estas £,
asociaciones forman un condensador y calcule su capacidad
eléctrica equivalente.

3. Considere el caso concreto en que el radio de los discos es de
R = 36 mm y ladistancia d = (.4 mm. Sabiendo que la ruptura ' l l
dieléctrica del aire se produce para una intensidad de campo 4 4 ¢ )

o3 = 3kV/mm, determine la diferencia de potencial v, v, ¥,
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eléctrico I

rup
maxima, V% que puede establecerse entre los conductores “A” y “B”.
Calcule también la energia maxima que puede almacenarse en el
sistema. ;Entre qué conductores se produce la ruptura cuando se supera el valor V;;,,,?

4. Si entre los conductores “2" y “3” se introduce una lamina de porcelana, de constante
dieléctrica k = 7 y campo de ruptura 7 = 5.7kV/mm, ;cudl sera el valor de Vp,, y entre qué

—
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conductores se producira la ruptura si se supera dicho valor? ;Cuanto vale ahora la capacidad
eléctrica del sistema?

2 Solucion

A modo de introduccién, repasaremos los conceptos fundamentales a tener en cuenta en el
planteamiento y analisis del sistema bajo estudio. Consideremos que los cuatro disco conductores
del sistema descrito se hallan a sendos valores arbitrarios de potencial electrostatico V3, V,,V3y Vy,

tomando como valor de referencia el que existe en puntos muy alejados del sistema (infinito). Como
se sabe, cada disco constituye una regién equipotencial y en el caso general de que estos valores
sean distintos entre si, se tendra que entre los discos existen diferencias de potencial y, por tanto, un
campo eléctrico que en cada punto coincide con el vector opuesto al gradiente de aquel campo
escalar.

En el enunciado se indica que las distancias que separan a cada par de discos contiguos son mucho
menores que las dimensiones de los discos (didmetro y grosor). Esto da lugar a que el médulo del
gradiente del potencial (variacién del potencial por unidad de longitud) en el espacio dieléctrico
(aire) que existe entre cada par de discos contiguos sea mucho mayor que el que existe entre cada
disco y el infinito. Esto es lo mismo que decir que el campo eléctrico en el sistema descrito sélo va a
tener valores significativos en dichos espacios entre discos, siendo practicamente nulo en la regién
exterior que rodea al sistema. Por otra parte, cuando éste se halla en equilibrio electrostatico, el
campo eléctrico en el interior de cada disco es estrictamente nulo, asi como la densidad volumétrica
de carga eléctrica neta. Sin embargo, puede haber carga eléctrica distribuida en las superficies de los
discos conductores, la cual estara necesariamente asociada a la existencia de una discontinuidad del
campo eléctrico.
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Obsérvese que, en virtud de la discusién que hemos realizado acerca de cémo se distribuye el campo
eléctrico, en el sistema bajo estudio dicha discontinuidad se prodice en las sunerficies 0 caras de

cada uno de los discos que estén enfrentadas a otro disco d d?2 d

contiguo; por el contrario, en las caras exteriores de los discos H—H W+
numerados como “1" y “4”, no hay tal discontinuidad y, en Q 12 (_)

consecuencia, no habra carga eléctrica superficial. Ademas, si —I l* I;;Lfl I_zef' _
asumimos que en la regién exterior al sistema no hay campo 0 o) B 3) @ e
eléctrico apreciable, todas las lineas de campo eléctrico que E~() {1 . E~0
partan de una de las caras planas de un disco conductor > _: g
habran de terminar en la cara del disco contiguo que se ¢ g, ,

encuentra frente a aquélla. Es decir, cada par de caras o " ra 7
superficies conductoras enfrentadas, separadas por aire y > el |
pertenecientes a discos contiguos, se encuentran en influencia " > € |

total formando, por tanto, un condensador eléctrico. En : 4

consecuencia, dichas superficies conductoras almacenaran i "

cantidades opuestas de carga eléctrica, de manera que si > I (;I
denominamos Q;; a la cantidad de carga eléctrica distribuida Q—"' =33

en la cara plana del disco i que se encuentra frente al disco j, se N + + T
cumpliran las relaciones: v, v, v, V.

Qi=—-Qu (i=1,23; j=i+1)

Cada condensador esta caracterizado por su correspondiente capacidad eléctrica, que se define como
la relacion entre la carga almacenada en una de los superficies o caras conductoras que lo
constituyen, y la diferencia de potencial entre ambos conductores:

Oy = Qi Qu

Vi-V, Vi—-W

Ademas, esta magnitud depende exclusivamente de la geometria del condensador y del medio
dielétrico que separa a los conductores. Como hemos visto, en el sistema bajo estudio tendremos tres
condensadores formados, cada uno de ellos, por dos superficies conductoras planas y paralelas muy
proximas entre si. Asumiendo que podemos aplicar la aproximacién del condensador plano-paralelo,
en el cual la distribucién de carga en cada superficie conductora es uniforme (se desprecian los
efectos de borde), asi como el campo eléctrico en el espacio dieléctrico, las capacidades de estos
condensadores seran proporcionales a las areas de las superficies conductoras e inversamente
proporcionales a las distancias que las separan, siendo la constante de proporcionalidad igual a la
permitividad dieléctrica del aire (que consideraremos igual a la del vacio). Se tendr4, por tanto:

ﬂ I ”*Jy H
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Notese que los condensandores de capacidades C;; y Cy3 siempre estan conectados ya que ambos

comparten el disco conductor “2”, y aunque les corresponden superficies conductoras distintas de
éste, siempre seran equipotenciales. Sin embargo, esto no implica que estén conectados en serie,
pues no se indica que dicho disco conductor se encuentre aislado y descargado. Esta misma
situacion se verifica en el caso del disco “3" y los condensadores Cy3 y Cay.

Por otra parte, la aproximacién del condensador plano-paralelo tiene como consecuencia que el
campo eléctrico entre cada par de discos contiguos sea practicamente uniforme; es decir, constante
en modulo, sentido y direccién, siendo ésta perpendicular a las superficies planas de los discos. Sea
E;; el vector del campo eléctrico existente en la regién dieléctrica (aire en nuestro caso) que separa
el disco i del contiguo j, se tendra:

Obtengamos el valor de la componente Ej;, constante entre cada par de discos, en términos de la
diferencia de pontencial entre éstos:

¢ % Vi—V;

z - - . - 4., — _

1',;—1»“,-—[( E-rh—EU[ dz == £Lkj= g
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siendo d;; la distancia que los separa o, lo que es lo mismo, el espesor del medio dieléctrico existente
entre las superficies conductoras enfrentadas y en influencia total.

2.1 Carga eléctrica en cada disco

A partir del analisis realizado en el anterior preambulo, la resolucién de los diferentes apartados del
ejercicio es casi inmediata. En primer lugar se solicita la cantidad total de carga que habra
almancenada en cada uno de los cuatros discos conductores, en funcién del potencial a que se
encuentren como resultado, por ejemplo, de que éstos se hallen conectados a sendas fuentes que
fijan valores constantes de potencial. La carga total en cada disco sera igual a la suma de las cargas
distribuidas en su superficie.

Sidenominamos Q; a la cantidad total de carga en el disco i-ésimo, y teniendo en cuenta la discusién
previa, se tendra que

Q1= Qiz = Cnp (Vi = V) Q= C (Vi — Vo)

Q2= Qo1 + Qa = —Cia (Vi = Vo) + Cug (V2 — V) Qr=C(—Vi+3Vs—2V3)
Qs = Qa2 + Qa1 = —Cog (Vo — Vi) + Cyy (Vs — Vi) 7 Qs=C(—2Vh+3Vs—V)
Q= Qu = —Cy (Vs - Vi) Qu=C(— Vit Vi)

donde C es el parametro caracteristico del sistema, con dimensiones de capacidad eléctrica, que
depende de la geometria del mismo:
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2.2 Conexion de los discos. Condensador equivalente

Se procede ahora a conectar los discos “1” y “3” mediante un cable conductor, de manera que
constituyan una regién equipotencial que denominaremos “A”; también se realiza idéntica operacién
con los discos conductores “2" y “4”, para crear la region equipotencial “B”.



Obsérvese que el sistema de conductores resultante puede considerarse como un caso particular de
la configuracién general analizada en el preambulo y el apartado anterior. Se trataria de la situacién
en la cudl los valores del potencial de los cuatro discos verifican las siguientes relaciones:

Vi=V/=Vi, Vi=V/ =Vq

Si, en general, los valores de potencial V, y Vg son distintos, entre cada par de discos contiguos habra

una diferencia de potencial no nula y, en consecuencia, existira campo eléctrico en la regiones de
aire localizadas entre aquéllos. Como se discuti6 anteriormente, esto determinara la presencia de
distribuciones superficiales de carga en aquellas caras de cada disco conductor que se encuentren
enfrentadas a otro disco. Ademas, como la geometria del sistema no ha cambiado, se sequira
verificando que el campo eléctrico en la regién exterior al sistema de conductores es practicamente
nulo, por lo que las caras externas de los discos “1” y “4” seguiran descargadas. También se seguira
cumpliendo que cada par de caras enfrentadas de discos contiguos se encontraran en influencia
total, de manera que almacenaran cantidades opuestas de carga eléctrica superficial:

Q=-Q) (i=1,23 j=i+1)

Y como las secciones de los discos no han
cambiado, ni el espesor de las capas de aire que
los separan, estas nuevas cantidades de carga y
la diferencia de potencial entre los discos
sequiran verificando la misma relacién que antes
de proceder a la conexioén de los discos; es decir: E'
1o 210 g0

Crp= 22 _ = -
VISV V-V d

Clyy — Q Qy _QE{;S

vy — Vi Ve-Vi ~ d

Qy @y &S

TV VT VAV d

Pero analicemos el sistema considerandolo
formado por dos regiones conductoras, “A” y “B”,
separadas por aire. Si despreciamos la cantidad
de carga eléctrica que puediera almacenarse en
los cables de conexion, se tendra que las
cantidades totales de carga eléctrica, Qp y Qp, distribuidas en dichas regiones seran iguales a la
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suma de las cargas superficiales que hay en los correspondientes discos que las forman. Y teniendo
en cuenta la propiedad descrita anteriormente de que las cargas en superficies enfrentadas son
opuestas, se obtiene:

Qa = Qo+ Qgy + Q4 = —Qyy — Qi — Qg = —CUs

Es decir, las regiones conductoras “A” y “B” creadas al conectar los discos almacenan cantidades
opuestas de carga. Esto esto esta directamente relacionado con que dichas regiones conductoras se
hallan en influencia total pues, como justificamos anteriormente, toda linea de campo eléctrico que
parte de la regién “A” (discos “1” y “3") ha de terminar necesariamente en algin punto de la regién “B”
(discos “2" y “4"). Por tanto, los conductores “A” y “B”, separados por un dieléctrico (aire), constituyen
un condensador cuya capacidad eléctrica es igual a la relacién entre la carga almancenada en una de
las regiones conductoras, y su diferencia de potencial con la otra:

Qa s

C —_— —
AETV Ve Ve —Wa
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El valor de este parametro debe depender exclusivamente de la geométria del sistema. Para
obtenerlo, no tenemos mas que determinar el valor de la carga en el conductor “A” en funcién de la
diferencia de potencial de éste con el “B”; utilizando resultados anteriores:

Ep S
d

Qa=QL+ Q4+ Q4= (Crat Cos+ Cay) (Va—Ve) = | Cap = Cra+ Cog+ Cyy = 4

Obsérvese este resultado nos permite extraer la conclusién de que el sistema de conductores que se
obtiene al conectar los discos es un condensador eléctrico equivalente a la asociacion en paralelo de
los tres condensadores que forman los pares de superficies conductoras enfrentadas.
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2.3 Diferencia de potencial maxima entre conductores

Una vez establecidas las conexiones entre los discos “1-3" y “2-4" para configurar las regiones
conductoras “A” y “B”, los campos eléctricos entre pares cada par de discos contiguos, expresados en
términos de la diferencia de potencial entre dichas regiones, seran de la forma:

B, Vi-V VA — V& k. B, - V=V _ 2 ( B — 1—’,:.) k- E, - Vi—V] _ Vi —1Vs
d d df2 d d d
Pero si los espacios interdiscos estén rellenos por un N
medio material dieléctrico, como es el caso, los E/, '
modulos o intensidad de dichos campos no pueden Al "
superar un valor critico E, por encima del cual se :
produce la ruptura dieléctrica del medio. Como los tres E'~0 >
medios son aire, se tendra: < B aa g
> aﬂl : V4
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|E‘12||E ‘}| |E |.‘:Lr Eall‘ — |I _'li" | = j Emr < dﬂmr

rup rup rnp
Y teniendo en cuenta el valor del campo de ruptura del aire y del parametro d, se obtiene las

diferencia de potencial maxima que puede existir entre los conductores “A” y “B”:

Viear = ir E*T — 600V

p
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Un valor igual o superior a éste provocaria, en primer lugar, la ruptura dieléctrica ente los discos “2" y
Heyn
3"

La energia electrostatica almacenada en un sistema de conductores y dieléctricos es igual a la
semisuma del producto de las cargas almacenadas multiplicadas por el valor de los potenciales. En
el sistema bajo estudio, y tras realizar la conexion de los discos, se tendra:

4

1 1
Ue=5 > QVi  — U=5 (QuVa+Quls) =

i=1

Can (Va — Vi)

2|

En consecuencia, la existencia de un valor maximo para la diferencia de potencial entre los
conductores “A” y “B” tendra como consecuencia una limitacién en la cantidad de energia
electrostratica que puede almacenarse en el sistema. Sustituyendo los valores de d, €o, y del radio de
los discos para determinar su seccién S, se obtiene:

£y = — pF/mm i
a6 Pt e (=g 2O S

= 360pF = Cap Vi = 64.8 1)

7 J =
“ €1 max

b =

2 o 2
S=nFR =36"7mmm"

2.4 Efecto de la lamina de porcelana

En este ultimo apartado se analizan los cambios que se produce en el sistema electrostatico cuando
en la configuracién de conductores “A” y “B” se introduce una lamina dieléctrica de porcelana, cuya
constante dieléctrica y campo de ruptura tienen los valores k =7y E50 = 5.7kV/mm,

En el nuevo sistema, las caras enfrentadas de cada par de discos contiguos siguen estando en
influencia total formando, por tanto, tres condesadores planos paralelos. De hecho, los que se forman
entre los discos “1”y “2”, y “3" y “4”, incluso mantienen los mismo valores de capacidad,

pues siguen estando rellenos de aire y se mantienen el valor S del area tamano de los discos y las
distancias d de separacién. Por el contrario, la introduccién de la lamina de porcelana rellenando el
espacio de separacion entre los discos “2" y “3”, pero sin cambiar éstos ni la distancia que los separa,
produce un cambio en la capacidad de este condensador, que resulta multiplicada por un factor «:

E{} Ag
)

Chy =k Chy = 2K

Y como se mantienen conectados los discos “1” y “3", formando la regién conductora “a”, y los “2" y “4”,
para formar el conductor “B”, éstas siguen constituyendo un condensador, equivalente a la conexi6on
en paralelo de los tres condensadores planos paralelos descritos. Su capacidad eléctrica es:

=) S T 16 0 S
g = 16

= 4(..7,.\3 = 1.44nF
d i)

g =Cla+ £ Co+ Cyy =2 (1 + H.)
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Analicemos ahora el efecto de la introduccién de la lamina sobre el valor maximo de diferencia de
potencial que se puede establecer entre los conductores “A” y “B”. Recuérdese que en el anterior
apartado dicha V,,, estaba determinada por la ruptura dieléctrica entre los discos mas proximos

entre si: el “2” y el “3". Al introducir la porcelana entre ambos discos, aumentara el valor del campo de
ruptura entre ellos y, en consecuencia, la diferencia de potencial maxima aplicable. Como entre los
discos “1" y “2”, asi como entre “3” y “4”, sigue habiendo aire, se deberan cumplir las siguientes
relaciones simultaneamente:

Vi — Vg
|E},| = |Bj| = % < Era.'.r,, = Vi -Vl <d Ef:'.';] = 1.2kV
|I{a& _ -[f | W JF Yor
|E5| = JT EJ"IJ = |Vi — V| < EL.p = 1.14kV

Es decir, a pesar de haber introducido la lamina de porcelana, sigue siendo la ruptura dieléctrica
entre los discos “2” y “3" 1o que conduciona el valor maximo de diferencia de potencial, si bien éste ha
aumentado respecto del caso analizado en los anteriores apartados:

Vi — Vi| < ir EP < dEY = | Ve = 1140V

TUp rup
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